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Отримано оцiнки для модулiв неперервностi М. К. Потапова функцiй iз заданою
мажорантою модуля неперервностi в iнтегральнiй метрицi.
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Получены оценки для модулей непрерiвности функций с заданной мажорантой
модуля непрерывности в интегральной метрике.
Ключевые слова: модуль непрерывности, интеграл, функция.
Estimates for modulus of continuity functions with given majorant of modulus of
continuity in integral metrics were estalished.
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1. Означення i допомiжнi твердження
Нехай функцiя f ∈ L[a,b] . Модулем неперервностi функцiї f називається функ-
цiя
ω(f, [a, b], h) = sup
0<u≤h
ˆ b=h
a
|f(x+ u)− f(x)|dx, 0 < h ≤ 1.
Якщо [a, b] = [−1, 1], то ω(f, h) = ω(f, [−1, 1], h). Через Ω(f, h) позначимо функ-
цiю sup0<|u|≤h ∆(f, u), де
∆(f, u) =
ˆ 1
−1
|f(x√1− u2 − u√1− x2)− f(x)|
ω(f,
√
1− x2|u|+ u2) dx, 0 < h ≤ 1.
Характеристика Ω(f, h) для ω(t) = tα, 0 < α ≤ 1, введена у роботах М. К. Потапо-
ва [1 – 4]. Ω(f, h) iснує, якщо iснує iнтеграл
´ 1
−1
|f(x)|√
1−x2dx. Дiйсно, у цьому випадку
iснує iнтеграл
´ pi
0
|f(cosu)du i, зокрема, iснує iнтеграл ´ pi
0
|f(cos(u+v)du, ∀v. Тодi,
поклавши h = sin v, функцiю ∆(f, h) можно зобразити у виглядi
∆(f, h) =
ˆ pi
0
|f(cos(u+ v))− f(cosu)|
ω(f, sinu)|h|+ h2) du
Нехай n = 2k0 , де k0− натуральне число,a0 = 0, ak = 1− 2−2k, k = 1, 2, . . . , k0 −
1, ak0 = 1, a−k = −ak. Кожен сегмент [ak, ak+1], вiдповiдно [a−k−1, a−1], подiлемо
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на рiвнi сегменти довжини 1/n2k.. Точки дiлення, разом з точками ak позначимо
через xi, i = 0, 1, . . . , N, x0 = −1, xN = 1. Покладемо Li = 1δxi
´ xi
xi−1
f(t)dt, δxi =
xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , N, а також F˜n(f ;x) = Fn2k(f ;x) для x ∈ Ek, де Ek =
[ak, ak+1]
⋃
[a−(k+1), a−k].
2. Основна частина
Лема 1 [ [5], теорема 2]. Має мiсце нерiвнiсть∑
i:xi∈(ak,ak+1)
|Li+1 − Li| ≤ n2kω(f, [ak, ak+1], 1/n2k) ≤ n2kω(f, 1/n2k).
Доведення. Оскiльки для i : xi ∈ (ak, ak+1) рiзниця xi − xi−1 = 1/n2k , то∑
i:xi∈(ak,ak+1)
|Li+1 − Li| =
∑
i:xi∈(ak,ak+1)
∣∣∣∣ 1∆xi+1
ˆ xi+1
xi
f(t)dt− 1
∆xi
ˆ xi
xi−1
f(t)dt
∣∣∣∣ =
= n2k
∑
i:xi∈(ak,ak+1)
∣∣∣∣ˆ xi
xi+1
(f(t+ 1/n2k)− f(t))dt
∣∣∣∣ ≤
≤ n2kω(f, [ak, ak+1, 1/n2k) ≤ n2kω(f, 1/n2k).
Лема 2 [5, теорема 2]. Нехай сегмент [a, b] розбитий точками xj на рiвнi сег-
менти довжиною δ i Fm(f, x) = Lj, x ∈ [xj−1, xj), j = 1, 2, . . . ,m, x0 = a, xm = b.
Тодi ˆ b
a
|f(x)− Fm(x)|dx ≤ Cω(f, [a, b], δ).
Лема 3. Якщо v ∈ [0, pi/2] i u ∈ [0, pi − 2v], то має мiсце нерiвнiсть
2 sin(u+ v) ≥ sinu.
Теорема 1. Має мiсце нерiвнiсть
ˆ 1
−1
|f(x)− F˜n(f ;x)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx ≤ C lnn. (1)
Доведення. Використовуючи лему 2, одержемо
ˆ 1
−1
|f(x)− F˜n(f ;x)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx =
k0∑
k=0
ˆ ak+1
ak
|f(x)− F˜n(f ;x)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx+
+
k0∑
k=0
ˆ −ak
−ak+1
|f(x)− F˜n(f ;x)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx ≤
k0∑
k=0
´ ak+1
ak
|f(x)− Fn2k(f ;x)|dx
ω(f, 1/n2k)
+
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+
k0∑
k=0
´ −ak
−ak+1 |f(x)− Fn2k(f ;x)|dx
ω(f, 1/n2k)
≤ Ck0 = C lnn
Теорема доведена.
Далi будемо вважати, що не тiльки iснує iнтеграл
´ 1
−1
|f(x)|√
1−x2dx , а i виконуються
нерiвностi ˆ −1+1/n2
−1
|f(x)|√
1− x2dx ≤ Cnω(f, 1/n
2), (2)
ˆ 1
1−1/n2
|f(x)|√
1− x2dx ≤ Cnω(f, 1/n
2), (3)
Лема 4. Якщо sin v ∈ [0, 1/n], то має мiсце нерiвнiсть
ˆ pi−2v
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
du ≤ C lnn. (4)
Доведення. З нерiвностi (1) випливає
C lnn ≥
ˆ pi
0
|f(cosu)− F˜n(f ; cosu)|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu =
=
1
2
ˆ pi
−pi
|f(cosu)− F˜n(f ; cosu)|
ω(f, | sinu|/n+ 1/n2) | sinu|du =
=
1
2
ˆ pi
−pi
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, | sin(u+ v)|/n+ 1/n2) | sin(u+ v)|du ≥
≥ 1
2
ˆ pi−2v
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, | sin(u+ v)|/n+ 1/n2) | sin(u+ v)|du. (5)
Завдяки леми 3 має мiсце нерiвнiсть
sinu ≤
{
sin(u+ v), u ∈ (0, pi/2− v/2),
2 sin(u+ v), u ∈ (pi/2− v/2, pi − 2v). (6)
Якщо u ∈ (pi/2− v/2, pi − 2v), то sin(u+ v) < sinu и тому
1
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
≤ 1
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
<
2
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
. (7)
Оскiлькi sin v < 1/n, то sin(u+ v) + 1/n < 2(sinu+ 1/n), якщо u ∈ (0, pi/2− v/2), i
1
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
=
1
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
≤
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1
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
ω(f, 2(sinu/n+ 1/n2))
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
≤ 2
ω(f, sin(u+ v)/n+ 1/n2)
.
Отже i у цьому випадку нерiвнiсть (7) має мiсце. Тодi з нерiвностей (5 – 7) випливає
ˆ pi−2v
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu ≤
≤
ˆ pi−2v
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, | sin(u+ v)|/n+ 1/n2) | sin(u+ v)|du ≤ Clnn. (8)
З нерiвностей (5) i (8) випливає (4).
Лема 5. Якщо sin v ∈ (0, 1/n], то має мiсце нерiвнiсть
ˆ pi
pi−2v
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|du ≤ 2
ˆ −1+1/n2
−1
|f(x)|/
√
1− x2dx. (9)
Доведення.В iнтегралi злiва зробимо замiну змiнної u+v = t, а потiм cos t = x.
Тодi
ˆ pi
pi−2v
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|du =
ˆ pi+v
pi−v
|f(cos t)− F˜n(f ; cos t)|dt =
= 2
ˆ pi
pi−v
|f(cos t)− F˜n(f ; cos t)|dt = 2
ˆ − cos v
−1
|f(x)|/
√
1− x2dx = J.
Якщо замiнити функцiю f(x) на f(x)+d, величини ω(f, h) i ω(f, h) залишаться
незмiнними, проте за рахунок константи d можна середне значення функцiї на
сегментi [−1,−ak0 зробити равним нулю, тобто F˜n(f ;x) = 0, якщо x ∈ [−1,−1 +
1/n2]. Ураховуваючи це зауваження, рiвностi h = sin v = 1/n i нерiвностi − cos v <
−1 + 1/n2 одержимо
J < 2
ˆ −1+1/n2
−1
|f(x)|/
√
1− x2dx.
Теорема 2. Має мiсце нерiвнiсть
ˆ 1
−1
|f(x√1− h2 − h√1− x2)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx ≤ C lnn, (10)
де h = sinv ∈ (0, 1/n].
Доведення. Замiни змiнної iнтегрування x = cosu i параметра h = sinv при-
водить до оцiнки iнтеграла
ˆ pi
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu =
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=
ˆ pi−2v
0
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu+
+
ˆ pi
pi−2v
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu.
Перший доданок оцiнено в лемi 4. Використовуючи лему 5 i умову (2), оцiнимо
другий
ˆ pi
pi−2v
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|
ω(f, sinu/n+ 1/n2)
sinudu ≤
≤ Cv
ω(f, 1/n2)
ˆ pi
pi−2v
|f(cos(u+ v))− F˜n(f ; cos(u+ v))|du ≤
≤ C
nω(f, 1/n2)
ˆ −1+1/n2
−1
|f(x)|/
√
1− x2dx ≤ C.
Теорема доведена.
Лема 6. Має мiсце нерiвнiсть
I = |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt| ≤
≤ n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk+1
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt,
де hk = (n2k)−1.
Доведення.
I = n2k+1|2−1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1
f(t)dt+ 2−1
ˆ −ak+1+hk
−ak+1+hk+1
f(t)dt−
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt| =
= n2k+1|2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk+1 − f(t)]dt+ 2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk)− f(t)]dt| =
= n2k+1|2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk+1 − f(t)]dt+
+2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk)− f(t+ hk+1) + f(t+ hk+1)− f(t)]dt| =
= n2k+1|2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk+1 − f(t)]dt+
+2−1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1
[f(t+ hk+1)− f(t)]dt+ 2−1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk+1)− f(t)]dt| =
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= n2k+1|
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
[f(t+ hk+1 − f(t)]dt+ 2−1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1
[f(t+ hk+1)− f(t)]dt ≤
≤ n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk+1
|f(t+ hk+1 − f(t)|d.
t
Лема 7. Має мiсце нерiвнiсть
I = |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1−hk+1
−ak+1−hk
f(t)dt| ≤
≤ n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt,
де hk = (n2k)−1.
Доведення. Очевидно, що
I = |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt+
+n2k+1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1−hk+1
−ak+1−hk
f(t)dt| ≤
≤ |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt−n2k+1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt|+n2k+1|
ˆ −ak+1−hk+1
−ak+1−hk
[f(t+hk+1)−f(t)]dt|.
Перший доданок, завдяки леми 6, не перевищує
n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk+1
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt,
а другий
n2k+1
ˆ −ak+1−hk+1
−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt.
Отже лема 7 виконується.
Теорема 3. Має мiсце нерiвнiсть
ˆ 1
−1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx ≤ C lnn, (11)
де h = sinv ∈ (0, 1/2n].
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Доведення. Позначимо рiзницю x
√
1− h2 − h√1− x2 через y i зобразивши
iнтеграл (11) сумою iнтегралiв:(ˆ − cos v
−1
+
ˆ x1
− cos v
+
ˆ x2
x1
+
1∑
j=k0−1
ˆ −aj−1
−aj
+
k0−1∑
j=0
ˆ aj+1
aj
)
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx,
оцiнемо кожен з них. Якщо x ∈ [−1,− cos v], , то y теж належить сегменту
[−1,− cos v] Тому рiзниця F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y) = 0. Отже перший iнтеграл дорiвнює
нулю. Оскiльки для x ∈ [− cos v, x1] величина y меньше x, , то F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y) =
0. Iнтеграл по сегменту [x1, x2] не перевищує
1
ω(f, 1/n2)
ˆ x2
x1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx.
Оскiльки
F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y) =
{
0, x, y ∈ (x1, x2),
L2 − L1, y ∈ (x0, x1),
то iнтеграл тiльки збiльшиться, якщо будемо вважати, що пiдiнтегральна функцiя
дорiвнює |L2 − L1|. Таким чином
1
ω(f, 1/n2)
ˆ x2
x1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx ≤ 2|L2 − L1|
n2ω(f, 1/n2)
=
| ´ x2
x1
f(t)dt− ´ x1−1 f(t)dt|
ω(f, 1/n2)
=
| ´ x1−1[f(t+ 2/n2)− f(t)]dt|
ω(f, 1/n2)
≤ ω(f, 2/n
2)
ω(f, 1/n2)
≤ 2.
Нехай hk = 1/n2k, 0 < h < 1/2n i Ak = {i ∈ [−ak+1 + hk,−ak)} . Тодi
ˆ −ak
−ak+1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx ≤
≤
´ −ak
−ak+1 |F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|dx
ω(f,
√
1− a2k+1/n)
=
W
ω(f,
√
1− a2k+1/n)
. (12)
Iнтеграл W зобразимо у виглядi
W =
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx+
∑
i∈Ak
ˆ xi+1
xi
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx.
Оскiльки 0 < x− y < h√1− x2 < hk , то
F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y) =
{
0, x, y ∈ (xi, xi+1),
Li+1 − Li, y ∈ (xi−1, xi),
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i iнтеграл
´ xi+1
xi
|F˜n(f ;x) − F˜n(f ; y)|dx тiльки збiльшиться, якщо будемо вважати,
що пiдiнтегральна функцiя дорiвнює |Li+1 − Li| . Таким чином∑
i∈Ak
ˆ xi+1
xi
|F˜n(f ;x)−F˜n(f ; y)|dx ≤ hk
∑
i∈Ak
|li+1−Li| =
∑
i∈Ak
|
ˆ xi+1
xi
f(t)dt−
ˆ xi
xi−1
f(t)dt| =
=
∑
i∈Ak
|
ˆ xi
xi−1
[f(t+ hk)− f(t)]dt| ≤
ˆ −ak−hk
−ak+1+hk
|f(t+ hk)− f(t)|dt ≤ ω(f ;hk). (13)
Для того щоб оцiнити iнтеграл
´ −ak+1+hk
−ak+1 |F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx зауважимо, що,
якщо x ∈ (−ak+1,−ak+1 +hk), то y ∈ (−ak+1−hk+1,−ak+1), або належить iнтервалу
(−ak+1 − hk,−ak+1 − hk+1). У першому випадку
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx = |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1
−ak+1−hk+1
f(t)dt|
i, завдяки леми 6,
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)| ≤ n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk+1
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt ≤ n2k+1ω(f, hk+1).
(14)
У другому
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)| = |n2k
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
f(t)dt− n2k+1
ˆ −ak+1−hk+1
−ak+1−hk
f(t)dt|
i, завдяки леми 7,
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)| ≤ n2k+1
ˆ −ak+1+hk+1
−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt ≤ n2k+1ω(f, hk+1).
(15)
Отже, в будь-якому випадку
ˆ −ak+1+hk
−ak+1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ; y)|dx ≤ 2ω(f, hk+1). (16)
Iз нерiвностей (12 – 16) випливає оцiнка
ˆ −ak
−ak+1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx ≤ C. (17)
Якщо h < sin v < 1/2n, x ∈ (ak, ak+1), то 0 < x−y = x(1−
√
1− h2)+h√1− x2 <
hk. З останьої нерiвностi маємо, що, якщо x ∈ (xi, xi+1), то y ∈ (xi, xi+1), або
y ∈ (xi−1, xi). Отже, мiркуючи як ранiше, отримуємоˆ ak+1
ak
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx ≤ C. (18)
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Нерiвностi (17 – 18) доводят теорему 3.
Теорема 4. Якщо f ∈ Hω, 0 < h = sin v < 1/2n ´ 1−1 |f(x)|√1−x2dx < ∞ i вико-
нується умова 2, то
ˆ 1
−1
|f(x√1− h2 − h√1− x2)− f(x)|
ω(f,
√
1− x2h+ h2) dx ≤ C lnn.
Доведення. Нехай h > 0. Тодi
ˆ 1
−1
|f(x√1− h2 − h√1− x2)− f(x)|
ω(f,
√
1− x2h+ h2) dx ≤
≤
ˆ 1
−1
|f(x)− F˜n(f ;x)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2)dx+
+
ˆ 1
−1
|F˜n(f ;x)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx+
+
ˆ 1
−1
|f(x√1− h2 − h√1− x2)− F˜n(f ;x
√
1− h2 − h√1− x2)|
ω(f,
√
1− x2/n+ 1/n2) dx.
Використовуючи теореми 1 – 3, одержуємо теорему 4 у випадку h > 0 . Якщо
h < 0, то мiркування анологiчнi. Тiльки замiсть умови 2 необхiдно мати на увазi
умову 3.
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